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陈修龙１，２，赵永生２，鹿　玲２

（１．山东科技大学 机电学院，山东 青岛２６６５１０；

２．燕山大学 机械工程学院，河北 秦皇岛０６６００４）

摘要：研究了并联机床的灵巧度评价指标及其在实际加工中的应用。介绍了一种新型的五自由度并联机床，该机床机构

具有五个驱动分支和一个约束分支，可以实现三维移动和二维转动。建立了该机床机构的雅可比矩阵，得到了三个影响

机床机构灵巧度的指标，即条件数、最小奇异值、可操作性；并通过对这三个并联机床灵巧度评价指标进行分析，定义了

两个灵巧度的综合评价指标综合灵巧度系数和综合灵巧度，分别作为评价不同位形下灵巧度和整个刀位文件灵巧度的

指标。最后，介绍了在实际加工中对不同加工轨迹的灵巧度进行综合评价的方法。实验结果表明：机床实际加工１００

平面圆，对各向同性有较高要求时的最优加工轨迹为狕＝６５０ｍｍ，保证了机床加工过程中应具有良好运动和动力学性能

的要求。
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１　引　言

　　并联机床是机器人技术和机床结构技术结合

的产物，它具有刚度重量比大、环境适应性强、响

应速度快、技术附加值高等特点［１３］。自２０世纪

９０年代中期问世以来，不过数年时间，便迅速发

展起来。并联机床的灵巧度是衡量输入与输出运

动（力）之间传递精度和评价机床运动学性能的重

要指标，也是尺度参数设计的重要依据［４，５］。

目前，通常用雅克比矩阵的条件数即雅克比

矩阵的最大和最小奇异值的比值，作为并联机构

的灵巧度指标［６，７］。对灵巧度的研究也主要集中

在灵巧度在工作空间内的分布规律，构造灵巧度

的解析模型方面［８１０］。由于并联机床的刀具在作

业空间的不同位置、同一位置下的不同姿态和同

一位形下的不同方向上，其灵巧度存在很大差异。

所以，在机床编程和控制中，一个能够定量评价各

种位形下灵巧度的指标，以及如何把灵巧度指标

应用到并联机床的轨迹规划上都是急需解决的问

题。

本文以５ＵＰＳＰＲＰＵ并联机床为结构模型，

建立了该并联机构的雅克比矩阵；提出了综合灵

巧度系数和综合灵巧度的概念；根据制造业的特

殊应用背景，提出利用综合灵巧度系数和综合灵

巧度指标来评价并联机床各种位形下和整个刀位

文件的灵巧度，并结合具体加工实例对以上分析

进行了应用和验证。

２　并联机床机构及其雅可比矩阵

　　５ＵＰＳＰＲＰＵ并联机床机构是一种三维移

动两维转动五轴并联机构，由动平台、定平台、连

接动平台和定平台的分支等组成。动平台通过五

个结构完全相同的驱动分支ＵＰＳ（虎克铰移动副

球副）以及一个约束分支ＰＲＰＵ（移动副转动副

移动副虎克铰）与定平台相连接。约束分支限制

了动平台绕其自身法线的转动。通过改变五个驱

动杆的杆长值，动平台可在一定范围内实现不同

的位置和姿态，使安装在动平台上的刀具完成３

轴至５轴的切削加工。机床的机构简图，见图１。

如图２所示，在定平台坐标系中，ν犅犗，犃为动平

台中心点犗犅 的线速度；ω犅，犃为动平台的角速度；

图１　５ＵＰＳＰＲＰＵ并联机床机构简图

Ｆｉｇ．１　Ｍｅｃｈａｎｉｓｍｄｉａｇｒａｍｏｆ５ＵＰＳ／ＰＲＰＵＰＭＴ

狉犻，犃为铰点犛犻相对于犗犅 的矢径；ν犛犻，犃为铰点犛犻的

速度；狀犻为杆犔犻的单位方向矢量；犻犻为杆犔犻的杆

长变化速率，即关节驱动速度，其中犻＝１，２，…，

５。

ν犛犻，犃＝ν犅犗，犃＋ω犅，犃×狉犻，犃， （１）

　犻犻＝ν犛犻，犃·狀犻＝［狀
犜
犻（狉犻，犃×狀犻）

犜］
ν犅犗，犃

ω犅，
［ ］

犃

， （２）

对于全部５个驱动支链，有

犔＝［犑犃］
ν犅犗，犃

ω犅，
［ ］

犃

， （３）

式中犔＝［犻１　犻２　犻３　犻４　犻５］
犜，

［犑犃］＝

狀犜１ （狉１，犃×狀１）
犜

狀犜２ （狉２，犃×狀２）
犜

狀犜３ （狉３，犃×狀３）
犜

狀犜４ （狉４，犃×狀４）
犜

狀犜５ （狉５，犃×狀５）

熿

燀

燄

燅犜

，

雅克比矩阵［犑犃］∈犚
５×６是动平台六维速度

与关节驱动速度矢量之间的雅可比矩阵，它只适

用于由工作空间向关节空间的速度映射，即当给

定动平台上刀具的进给速度，可以唯一得到五个

驱动支链的驱动速度；而当给定各关节驱动速度，

则由式（３）不能得到唯一的动平台六维速度。

动平台角速度ω犅，犃＝［ω犅狓，犃　ω犅狔，犃　ω犅狕，犃］
犜

也可以用表示动平台姿态参数的狕－狔－狓欧拉

角（α，β，γ）对时间的导数ωαβγ，犃＝［
α　β　

γ］
犜 来表

示，即

ω犅，犃＝

０ －ｓｉｎα ｃｏｓαｃｏｓβ

０ ｃｏｓα ｓｉｎαｓｉｎβ

１ ０ －ｓｉｎ

熿

燀

燄

燅β

ωαβγ，犃， （４）
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因为在本机构中γ＝９０°，所以γ＝０，则

ω犅狓，犃

ω犅狔，犃

ω犅狕，

熿

燀

燄

燅犃

＝

０　－ｓｉｎα

０　ｃｏｓα

１　

熿

燀

燄

燅０

α

［］
β
， （５）

根据式（５）可将动平台的六维速度表示为

ν犅犗，犃

ω犅，
［ ］

犃

＝［犜ω］

ν犅犗，犃

α



熿

燀

燄

燅β

， （６）

式中

［犜ω］＝

１ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０

０ ０ ０ ０ －ｓｉｎα

０ ０ ０ ０ ｃｏｓα

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １ ０

，

将式（６）代入式（３），可得到

犔＝犑

ν犅犗，犃

α



熿

燀

燄

燅β

， （７）

式中犑＝［犑犃］犜ω∈犚
５×５为适用于欧拉角转速形式

的雅可比矩阵。

图２　运动速度分析示意图

Ｆｉｇ．２　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｍｅｃｈａｎｉｓｍ

雅可比矩阵犑描述了五个驱动杆与动平台

速度之间的齐次变换关系。在一般位形下，该雅

可比矩阵是非奇异的，表明对于该并联机床，关节

空间和工作空间之间的速度映射为一一映射，即

当给定动平台上刀具的进给速度，可以唯一得到

五个驱动支链的驱动速度，同样当给定五个驱动

支链的驱动速度时，也可以唯一得到动平台上刀

具的进给速度。因此可以在并联机床的工作空间

规划刀具在加工过程中的进给速度，通过该矩阵

得到在并联机床的关节空间中驱动杆的驱动速

度，从而实现对机床加工过程中动平台上刀具进

给速度的控制。

雅可比矩阵所描述的是各种映射关系，在评

价机床的性能指标时，一方面由于映射的放大倍

数会随着量纲的改变而改变，另一方面由于映射

的放大倍数与量纲无关量同与量纲有关量在整体

映射向量中的相对比重也会发生很大变化，这就

给对机构的性能的正确评价带来困难。为此需要

引入无量纲雅可比矩阵［犑］如下

［犑］＝

狀犜１ （狉０１×狀１）
犜犃

狀犜２ （狉０２×狀２）
犜犃

狀犜３ （狉０３×狀３）
犜犃

狀犜４ （狉０４×狀４）
犜犃

狀犜５ （狉０５×狀５）
犜

熿

燀

燄

燅犃

， （８）

其中狉０犻＝犽·狉犻／犚为动平台球铰无量纲矢径
［１１］，

犚＝２００ｍｍ，犽为比例因子，犽越大，则旋转量所

占的比重就越大，一般情况下取犽＝１，狀犻 为五个

驱动杆犔犻的单位化，狉犻为铰点犛犻相对于犗犅 的矢

径，犃＝

０ －ｓｉｎα

０ ｃｏｓα

熿

燀

燄

燅１ ０

为用欧拉角转速表示的等效

角速度矢量与用直角坐标表示的角速度矢量的转

换矩阵，即

ω狓

ω狔

ω

熿

燀

燄

燅狕

＝犃
α

［］
β

。

通过利用修正以后的雅可比矩阵计算出的条

件数、最小奇异值的倒数、可操作性的倒数三个性

能评价指标的值都在一个数量级以内［１２，１３］（相差

不大）。本文在对机床进行灵巧度分析时，用到的

雅克比矩阵是无量纲雅可比矩阵［犑］。

３　灵巧度的度量指标

　　雅克比矩阵表示由操作速度到关节速度的线

性映射，映射后矢量长度的极值可以从度量特征

上表征并联机床的运动学性能。这些极值被定义

为雅克比的奇异值，即
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σ犻＝ λ犻（犑
犜犑

槡 ）　犻＝１，２，…，５， （９）

其中犑—雅克比矩阵

　　若并联机床处于某一位形时至少有一个奇异

值为零，则说明为了产生相应特征方向操作速度

所需的关节速度为零。换言之，有限的关节速度

将导致操作速度趋于无穷。为此，通常称对应至

少有一奇异值为零的位形为奇异位形，其在数学

上表现为雅克比矩阵的行列式为零，而物理意义

则可解释为末端执行器将添加至少一个不可控自

由度。利用无量纲雅克比矩阵的奇异值可构造如

下３种灵巧度评价指标：

（１）条件数：犽＝σｍａｘ／σｍｉｎ；为了趋于各向同性，

应使犽→ｍｉｎ。

（２）最小奇异值：σｍｉｎ；为了控制操作速度上

界，应使σｍｉｎ→ｍａｘ，即１／σｍｉｎ→ｍｉｎ。

（３）可操作性：ω＝｜ｄｅｔ犑｜＝σ１σ２…σ５；若奇

异值上界有限，则为了避免奇异位形，应使ω→

ｍａｘ，即１／ω→ｍｉｎ。

下面以５ＵＰＳＰＲＰＵ并联机床为例，分别针

对三个灵敏度指标进行考查。图３所示为刀具的

三个姿态转角为０（两个欧拉角分别为０）时，条件

数、最小奇异值的倒数、可操作性的倒数的分布。

（ａ）条件数

（ａ）Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌｎｕｍｂｅｒ

（ｂ）最小奇异值的倒数

（ｂ）Ｒｅｃｉｐｒｏｃａｌｏｆｔｈｅｓｍａｌｌｅｓｔｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅ

（ｃ）可操作性的倒数

（ｃ）Ｒｅｃｉｐｒｏｃａｌｏｆｏｐｅｒａｔｉｏｎ

图３　灵巧度的度量指标

Ｆｉｇ．３　Ｄｅｘｔｅｒｉｔｙｍｅａｓｕｒｅｓ

４　灵巧度的综合评价指标

　　在评价一个位形的灵巧度时，单独采用哪一

个指标都有局限性。因此，提出了综合灵巧度系

数犲的概念

犲＝犿１犽＋犿２／σｍｉｎ＋犿３／ω， （１０）

式中犿１，犿２，犿３ 分别为犽，１／σｍｉｎ，１／ω 的加权因

子。

评价机床位形的灵巧度时，犲是一个全面的

指标。在加工中，可以通过确定犿１，犿２，犿３ 的取

值，反映对加工灵巧度的要求。例如，希望某一位

形下各向同性，犿１ 可取较大的值。如果希望刀具

对于驱动杆运动的响应快，犿２ 取较大的值。在控

制中，犲值较小的位形灵巧度好，犲值越大，位形灵

巧度越差。在数控编程中，给定加工位置，可以利

用犲来计算灵巧度好的刀具位姿。

对于一个包含多个刀具位形的加工文件来

讲，不可能使每个位形的综合灵巧度系数达到最

优，存在整体优化的问题。下面引入综合灵巧度

的概念，对于一组动平台位形，每个位形下综合灵

巧度系数的加权平均值被称为该组位形的综合灵

巧度，用符号犈表示

犈＝
∑
狀

犻＝１

犪犻犲犻

狀
， （１１）

式中狀—位形个数；犪犻—每个位形的加权因子区

域，犪犻 可以设置的较低，犪犻 反映了加工中对灵巧

度的不同要求，对灵巧度要求高的区域，犪犻 可以

设置的较高，对于灵巧度要求一般的。
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５　试验分析

　　以５ＵＰＳＰＲＰＵ并联机床为结构模型，图４

所示为刀具的两个欧拉角分别设为０，犽，１／σｍｉｎ和

１／ω取不同加权因子时犈 在作业空间中的分布情

况。由图４可知，如果要机床具有各向同性，要机

床具有较好的响应速度和可操作性，都应该将工

件放置在作业空间的上部。对于一个给定的加工

（ａ）犿１＝０．９０，犿２＝０．０５，犿３＝０．０５

（ｂ）犿１＝０．０５，犿２＝０．９０，犿３＝０．０５

（ｃ）犿１＝０．０５，犿２＝０．０５，犿３＝０．９０

图４　综合灵巧度系数犲

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｄｅｘｔｅｒｉｔｙｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

路径，工件装卡位置不同，对应的机床运动轨迹也

不同。

以机床实际加工一个１００的平面圆为例，利

用指标对犈相应刀具运动轨迹的灵巧度进行评

价，最终确定一个最佳轨迹。根据作业空间的要

求，狕的取值范围为１００～７００。由于加工过程中

对各向同性有较高的要求，因此将综合灵巧度系

数的三个权值分别确定为犿１＝０．９，犿２＝０．０５，

犿３＝０．０５。从加工位形中选取８个，分别是

（４９．９９２，０．８７３，狕，０，０）、（４７．８１５，１４．６１９，狕，０，

０）、（４５．６７７，２０．３３７，狕，０，０）、（４１．９３４，２７．２３２，狕，

０，０）、（３８．８５７，３１．４６６，狕，０，０）、（３０．７８３，３９．４０１，

狕，０，０）、（１８．７３０，４６．３５９，狕，０，０）、（８．６８２，４９．

２４０，狕，０，０），将犪犻 均设为１。图５描述了随着狕

的变化，犈的变化情况。从图中可以看出狕的值

越大，机床的灵巧度越好。在实际加工时，狕取为

６５０。

图５　综合灵巧度犈随狕变化情况

Ｆｉｇ．５　ＣｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆＣｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｄｅｘｔｅｒｉｔｙｄｅｇｒｅｅ

ｃｈａｎｇｉｎｇｗｉｔｈ狕

６　结　论

　　对于一个并联机构，条件数反映了各向同性；

最小奇异值反映了刀具对于驱动杆运动的响应速

度；可操作性反映了机构的奇异状态。针对一个

具体的位形，定义了综合灵巧度系数，可以适当的

调整３个灵巧度指标的权值，以此反映加工的不

同要求。针对一组加工位形，定义了综合灵巧度，

这个指标可以全面的评价一组加工轨迹的灵巧

度，并做了实验。实验结果证明：在实际加工

１００的平面圆时，确定的机床加工过程中对各向

同性有较高要求时的最优加工轨迹为 狕＝

６５０ｍｍ。
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